Задания  и решения II олимпиады по математике,

посвящённой памяти В.А. Буцика

(18.03.2017)

1. Семь грибников собрали вместе 100 грибов, причём все семь собрали разное число грибов. Докажите, что есть трое грибников, которые вместе собрали не меньше 50 грибов. (4 балла)
Решение.  Расположим грибников по числу собранных грибов, так что первый набрал больше всех грибов, а седьмой ​– меньше всех. Если четвёртый из них набрал не меньше 15 грибов, то первые трое собрали не меньше чем 16+17+18=51 гриб.
Если же четвёртый набрал не больше 14 грибов, то четвёртый, пятый шестой и седьмой набрали вместе не больше чем 14+13+12+11=50 грибов. Значит, первые трое набрали не меньше 50 грибов.

***

2. Докажите, что 20172016–1 делится на 10. (6 баллов)
Решение.  Число делится на 10 тогда и только тогда, когда оно оканчивается цифрой 0. Очевидно, последняя цифра числа 20172016–1 совпадает с последней цифрой числа 72016–1.  При этом число 71=7 оканчивается цифрой 7, число 72=49 оканчивается цифрой 9, число   73=343 оканчивается цифрой 3, число  74 оканчивается цифрой 1. Таким образом, последняя цифра степеней числа 7 повторяется с периодом равным 4. Поскольку 2016=4·504, то число 72016 оканчивается той же цифрой, что и число 74, т.е. цифрой 1, а поэтому число 20172016–1 оканчивается цифрой 0, т.е. оно делится на 10.
***

3. Докажите, что для любых действительных чисел a, b и c, таких, что 
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, выполняется неравенство
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Решение.  Перенесём все слагаемые в левую часть. Тогда
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так как выражение в каждой из скобок положительно.

***

4. Все коэффициенты квадратного трёхчлена – нечётные числа. Может ли он иметь два целых корня? (10 баллов)
Решение.  Предположим, что нашёлся такой квадратный трёхчлен 
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, что a, b, с – нечётные числа, а 
[image: image5.wmf]1

x

 и 
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 – его целые корни. Тогда произведение 
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 нечётно, откуда следует, что 
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 нечётны. Поэтому их сумма чётна, однако, как следует из условия 
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 нечётно. Противоречие. Следовательно, такого квадратного трёхчлена не существует.

***
5. Решите уравнение
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(10 баллов)
Решение.  Умножим обе части уравнения на 
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. Как следует из формулы
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при 
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 и n=65 получим:


[image: image16.wmf]0

)

1

(

)

1

(

65

65

=

-

-

+

x

x

.

Отсюда 
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, а это уравнение не имеет решений.
***
6. В треугольнике одна из медиан перпендикулярна одной из биссектрис. Докажите, что одна из сторон этого треугольника  вдвое больше другой. (12 баллов)
Решение.  Прежде всего, заметим, что указанные медиана и биссектриса не могут выходить из одной вершины, так как в противном случае, угол при этой вершине был бы больше 180о.

Пусть, например, в треугольнике ABC биссектриса AD и медиана CE пересекаются в точке F. Тогда AF – биссектриса и высота в треугольнике ACE. А значит, этот  треугольник равнобедренный, поскольку AC=CE. Но так как CE – медиана, то AB=2AE и, следовательно, AB=2AC.
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7. Решите систему уравнений (или докажите, что она не имеет решений)
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 (14 баллов)
Решение.  Перепишем данную систему в виде
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Перемножив уравнения, получим
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В полученном квадратном уравнении относительно x получим: 
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. Следовательно, это уравнение может иметь решения только при y=0. Но из второго уравнения системы следует, что 
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, следовательно, данная система несовместна, т.е. она не имеет решений. 
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